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Resumo – O objetivo deste estudo foi avaliar as funções de Weibull e Hiperbólica quanto à capacidade de descrição
da estrutura diamétrica de povoamentos de eucalipto submetidos a desbaste. As funções com quatro e três
parâmetros foram ajustadas a dados de 48 parcelas permanentes instaladas em um povoamento desbastado
de um clone híbrido de eucalipto (Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla), localizado na região Nordeste
do Estado da Bahia. Essas parcelas foram mensuradas em 10 ocasiões, a partir de 27 meses de idade. Foi avaliado,
também, o ajuste da função Weibull de dois parâmetros por aproximação linear. A aderência foi avaliada pelo
teste de Kolmogorov-Smirnov. Também, foram comparadas as somas de quadrados dos resíduos (SQR), dos
diferentes ajustamentos. Todas as funções apresentaram aderência aos dados (P>0,01). A função hiperbólica
apresentou menor soma de quadrados de resíduos e menores valores para o teste de aderência. A função Weibull,
quando ajustada por aproximação linear, apresentou os maiores valores de soma de quadrado de resíduos e de significância
no teste de aderência. Foi comprovada a ineficiência do ajuste da função Weibull por aproximação linear.
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EVALUATION OF WEIBULL AND HYPERBOLIC FITTING FUNCTIONS TO
DATA OF EUCALYPT STANDS SUBMITTED TO THINNING

Abstract – The objective of this study was to evaluate the Weibull and Hyperbolic fitting functions for describing
the diametric structure of eucalyptus stands submitted to thinning. The four- and three-parameter functions
were fit to data of 48 permanent plots set up in a thinned eucalyptus hybrid clone (Eucalyptus grandis x
Eucalyptus urophylla) stand located in northeastern Bahia. The fitting of the two-parameter Weibull function
was also evaluated by linear approximation. Adherence was evaluated by the Kolmogorov-Smirnov test. The
sum of squares of the residues (SSR) from the different fittings also was compared. All the functions presented
adherence to the data (P>0.01). The hyperbolic function presented the smallest sum of squares of the residues
and smallest adherence test values. The Weibull function, when fit by linear approximation, presented the
largest sum of squares of the residues and significance values for the adherence test.
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1. INTRODUÇÃO

Algumas distribuições estatísticas são utilizadas
na área florestal para descrever a estrutura diamétrica
de povoamentos (MALTAMO et al., 2000). Isso
permite quantificar multiprodutos e proceder a
avaliações econômicas da conversão de árvores
em multiprodutos e também simular desbastes

(BURKHART et al., 1981; CAMPOS e TURNBULL,
1981; NOGUEIRA et al., 2005). Exemplos de funções
que têm sido empregadas para descrever as estruturas
horizontal e vertical de povoamentos são: Gama
(NELSON, 1964), log-normal (BLISS e REINKER,
1964), Beta (CLUTTER e BENNETT, 1965), Johnson’s
SB (HAFLEY e SCHUREUDER, 1977) e Weibull
(CAMPOS e LEITE, 2006).
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Projeto Município Latitude (S) Longitude (W) Altitude Precipitação
média (m) média anual (mm)

A Inhambupe-BA 11º52’ 38º32’ 285 900
B Inhambupe-BA 12º03’ 38º28’ 290 1.100
C Esplanada-BA 11º47’ 37º55’ 150 1.200

Tabela 1 – Localização dos experimentos.
Table 1 – Location of the experiment.

Fonte: NOGUEIRA et al., 2005.
Source: NOGUEIRA et al., 2005.

A função Weibull foi descrita originalmente por
Weibull (1951) e utilizada no setor florestal por Bailey
e Dell (1973). Desde então, ela tem sido amplamente
difundida e utilizada na área florestal (CLUTTER
e ALLISON, 1974; HAFLEY e SCHREUDER, 1977;
MATNEY e SULLIVAN, 1982; NOGUEIRA et al., 2001,
2005). Essa função é ajustada, na maioria das vezes
pelo método da máxima verossimilhança (BAILEY
e DELL, 1973; NOGUEIRA et al., 2005).

A considerar todas as áreas do conhecimento,
é possível que as funções mais utilizadas sejam a função
Normal, a função Gama e a função Weibull (JOHNSON
e KOTZ, 1970). A Weibull é empregada com frequência
no setor florestal devido à sua flexibilidade, permitindo
moldar diferentes tendências de distribuição, desde
exponencial até a normal. Alem disto, a correlação de
seus parâmetros com atributos do povoamento e sua
facilidade de ajustamento são características favoráveis
à sua utilização (BAILEY e DELL, 1973; CAMPOS e
LEITE, 2006).

Guimarães (2002) propôs uma nova função (f.d.p.)
para descrever distribuições de diâmetros definida como
função hiperbólica (α1). Essa função gera distribuições
com pontos de inflexão variando desde zero até o limite
superior definido por tanh (1) = 0,76, conferindo a ela
maior flexibilidade quando comparada com a função
Weibull, cujos pontos de inflexão variam entre zero
e o limite de (1-1/e) = 0,63. A função hiperbólica proposta
por Guimarães é definida por:

                  (α 1)

Neste estudo foi feita uma avaliação das funções
Hiperbólica e Weibull, para estimar a distribuição de
diâmetros em povoamentos de eucalipto submetidos
a desbaste.

( 1) 2( ) (1 tanh( ) )f x x x� ��� ��� �

2. MATERIAL E MÉTODOS

Dados

Foram utilizados dados de um experimento sobre
desbaste, instalado em seis instalações, com duas
repetições por bloco, em povoamentos do híbrido de
Eucalyptus grandis x Eucalyptus urophylla, na região
Nordeste do Estado da Bahia. Em cada uma das 48
parcelas, de 2.600 m2 de área útil, sendo o espaçamento
inicial entre as árvores de 3,0 x 3,0 m, foram aplicados
os seguintes tratamentos de desbaste: remoção de 20%
da área basal remanescente; remoção de 35% e  de
50% da área basal em cada desbaste, em que os piores
indivíduos foram eliminados, seguindo-se os princípios
mencionados em Levels-of-Growing-Stock (2002).
Informações da área onde se encontrava o experimento
são apresentadas no Tabela 1, e os tratamentos aplicados
foram:

1: redução de 20% na área basal, eliminando-se
piores indivíduos.

2: redução de 35% na área basal, eliminando-se
piores indivíduos.

3: redução de 50% na área basal, eliminando-se
piores indivíduos.

4: redução de 35% na área basal e desrama artificial
nas prováveis árvores remanescentes, empregando-
se uma altura para desrama de 6,0 m.

As parcelas permanentes foram mensuradas aos
27, 40, 50, 58, 61, 76, 87, 101 e 112 meses, com um desbaste
aos 58 meses. Em cada medição, os diâmetros a 1,3
m (dap) de todas as árvores das parcelas foram avaliados.

Descrição das Funções

As funções ajustadas para cada parcela e medição
foram:
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Função Weibull

em que α  é o parâmetro de locação, β o parâmetro
de escala (β>0), γ o parâmetro de forma (γ>0) e x  o
centro de classe de diâmetro (x>0).

Função Hiperbólica (Hyper)

A função Hiperbólica descrita por Guimarães
2002 apresenta como forma derivativa:

f

em que α é o parâmetro de locação,β o parâmetro
de escala (β>0), γ o parâmetro de forma (γ>0) e x o
centro de classe de diâmetro (x>0).

A forma integral do modelo é f (X) e o ponto de
inflexão da distribuição (I), definido por:

Ajuste das Funções

Os dados de dap observados em cada parcela foram
agrupados em classe com amplitude de 1,0 cm. Utilizando
um fator assintótico definido como o número de árvores
da parcela, procedeu-se ao ajuste da função Weibull
com três e quatro parâmetros pelos métodos de máxima
verossimilhança e ao da de dois parâmetros por
aproximação linear. As funções hiperbólicas de três
e quatro parâmetros foram ajustadas pelo método da
máxima verossimilhança. Os ajustes foram feitos
utilizando-se o software kyplot Versão 2.0 beta 15(1997-
2001c Koichi Yoshioka). As estimativas de β e γ da
função Weibull de dois parâmetros, por aproximação
linear, foram obtidas por γ = α1 e β = e                , sendo
α0 e α1 obtidos ao se ajustar o modelo linear .
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Qualidade dos ajustamentos

Para testar a aderência das funções aos dados,
utilizou-se o teste Kolmogorov-Smirnov (GIBBONS
e SUBHABRATA, 1992; SOKAL e ROHLF, 1981). Esse
teste compara a frequência acumulada estimada com
a observada, sendo a classe de maior divergência a
estatística do teste (dn):

em que S(X) é a frequência acumulada observada
e F(X) é a frequência estimada pela função densidade.
Os ajustes obtidos com a função hiperbólica foram
comparados com os conseguidos com a função Weibull,
por meio do valor (dn), comparação gráfica entre valores
observados e estimados de cada parcela, e soma de
quadrados de resíduos.

3. Resultados e Discussão

Comparações entre distribuições observadas
e estimadas pelas funções ajustadas são apresentadas
nas Figuras 1 e 2, em que se verifica que não ocorreram
grandes diferenças entre os resultados. Todos os ajustes
resultaram em aderência aos dados pelo teste de
Kolmogorov-Smirnov, a uma probabilidade de 99%.
Para a escolha da melhor função foram somados os
valores de “dn” de cada ajuste, identificando-se como
a melhor função aquela com o menor valor de “dn total”
(Tabela 2). Por esse critério, a função hiperbólica foi
mais eficiente do que a função Weibull. Além disso,
a função hiperbólica apresentou menor soma de quadrado
dos resíduos ao serem considerados todos os
ajustamentos (Tabela 1 e Figura 3). Menores somas
de quadrados de resíduos na Figura 3 ocorreram após
o desbaste, em parte devido à redução do número de
classes de diâmetro.

Os resultados demonstram o perigo de se utilizar
um modelo linear aproximado para obter estimativas
dos parâmetros da função Weibull. Embora o ajuste
por aproximação linear seja simples e didático, ele deve
ser evitado, em razão do risco de viés e baixa precisão.

Os resultados, com maior qualidade no
ajustamento da função hiperbólica em relação à função
Weibull, comprovam a afirmação de Guimarães (2002)
de que a função proposta por ele mesmo era mais flexível
do que a função Weibull.  Portanto, essa função deve
ser testada em modelos de distribuição de diâmetros,
em substituição à usual função Weibull.

)(XSXFMAXdn �
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Função Número de parâmetros Métodos de Ajuste SQR total dn total
Weibull 2 Aproximação linear 525555,6011 76,07688565
Weibull 3 Máxima Verossimilhança 151291,9446 26,07072671
Weibull 4 Máxima Verossimilhança 140510,8187 27,66278646

Hiperbólica 3 Máxima Verossimilhança 126090,1396 25,12764338
Hiperbólica 4 Máxima Verossimilhança 112601,2871 21,56593859

Tabela 2 – Valores totais da estatística dn do teste Kolmogorov-Smirnov e da soma de quadrado de resíduos (SQR), obtidos
a partir do ajuste das funções Weibull e Hiperbólica de 48 parcelas permanentes instaladas em plantio desbastados
de eucalipto com idades entre 27 e 112 meses.

Table  2  –  Total values of the dn statistics of the Kolmogorov-Smirnov test and of the sum of squares of the residues (SSR),
obtained from fitting the Weibull and Hyperbolic functions of 48 permanent plots installed in thinned eucalyptus
plantations aged 27- 112 months.

Função Hiperbólica com 4 parâmetros Função hiperbólica com 3 parâmetros
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Figure 1 – Observed distributions and predicted distributions based on the Weibull and Hyperbolic functions fitted to data
of eucalyptus stands submitted to thinning.

Figure 1 – Observed distributions and predicted distributions based on the Weibull and Hyperbolic functions fitted to data
of eucalypt stands submitted to thinning.
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Figura 2 – Relação entre o número de árvores (eixo das abscissas) e o centro de classe de diâmetro (eixo das ordenadas),
em cada ano do experimento, em parcelas escolhidas ao acaso em cada tratamento de desbaste.       Função
Hiperbólica com quatro parâmetros        ,  função Hiperbólica com três parâmetros;     Função Weibull com
quatro parâmetros       ; Função weibull com três parâmetros        ; Função Weibull com dois parâmetros ajustada
por Aproximação Linear.

Figure 2 – Relation between number of trees (abscissa axis) and diameter class center (ordinate axis), in each experimental
year, in randomly selected plots in each thinning treatment.      Four-parameter hyperbolic function        three-
parameter hyperbolic function      ; four-parameter-Weibull function          ; three-parameter- Weibull function;

 two-parameter-Weibull function  fitted by linear approximation.
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4. CONCLUSÕES

A função Hiperbólica com quatro parâmetros
é eficiente para descrever a distribuição de diâmetros
em povoamentos de eucalipto submetidos a desbaste.

A função Weibull de dois parâmetros não deve
ser ajustada por aproximação linear.

A função hiperbólica de quatro parâmetros pode
ser utilizada em modelos de distribuição de diâmetros.
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Figure 3 – Values of the sum of squares of the residues of 48 plots measured nine-fold in thinned eucalyptus stand.
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