ANALISE DOS MINIMOS QUADRADOS.

Flavio Felipe Kirchner*

SUMMARY

In this paper the derivation of the set of simultanecus normal equations by least

squares method is presented.

This set of normol equationg can be centered or non-cenelred to its mean and the
method to obtain these two sets is mathematically demonstraled.

1. INTRODUCAO

Muitos pesquisadores e administra-
dores tem descoberto a utilidade dos mé-
todos de regressido para derivar e testar
relagdes empiricas entre vdrios fenome-
nos observados. No campo da engenha-
ria florestal, por exemplo, 0 volume das
grvores tem sido expresso como uma
funcdo do difmetro, altura comercial e
classe de forma; as propriedades da ma-
deira tem sido relacionadas as caracteris-
ticas como peso especifico, idade, e taxa
média de crescimento radial; estudos
tem sido feitos de como os custos de

exploracdo séo afetados pelo tamanho ..

médio da arvore, volume total e distén-
cia das estradas asfaltadas; e indice de
sitio para vérias espécies tem sido rela-
cionado a certas propriedades do solo e
topografia.

Andlise de regressdo proporciona
uma rotina objetiva e amplamente acei-
tével para ajustar modelos matemdticos
que envolvem virias varidveis. Adicional-
mente, existem procedimentos que po-
dem ser sempre usados para avaliar &
equacdo ajustada e com o desenvolvimen-
to dos computadores, a maior parte do
trabalho penoso foi eliminado.

Infelizmente, o valor éhvio ¢ o au-
mento da disponibilidade de métodos de
regressao tem resultado em uso por pes-
soas que tém pouco conhecimento do
mecanismo e suas limitacbes. Isto nao €
necessariamente wma catdstrofe estatis-
tica — muitas pessoas dirigem um carro
sem ter & minima nogio do que o faz ir.
Mas, o usudrio de regressao, como o mo-
torista de carro, ird realizar um trahalho
melhor se ele aprendeu os melhores pro-
cedimentos de operacic e sabe alguma

coisa sobre o que o maquindrio pode ou
nio fazer,

O propdsito deste trabalho é propor-
cionar algum conhecimento sobre a ob-
tencdo das equacdes normais pelo méto-
do dos minimos quadrados, em termos
relativamente simples.

2. CONCEITUACAO

Apesar da terminologia especial usa-
da nos livros de receita estatisticos para
disfarcar similaridades, a maioria das
técnicas estatisticas comuns sfo0 casos
especiais do método geral da andlise dos
minimos quadrados dos modelos line-
ares.

As apresentacbes destes livros de re-
ceitas sfo projetados para oferecer ca-
minhos curtos (atalhos) nos caleulos.
Contudo, o preco destes atalhos € a pro-
liferaciio da confusio das regras para ©
conhecimento de casos especiais nos
quais os caminhos curtos séo aplicados.

Com a disponibilidade de grandes
computadores, estes atalhos sio mais um
peso ou responsabilidade do que um be-
neficio. Uma pessosa leva mais tempo si-
tuando o problema do que o computador
exige para realizar os cdlculos.

Tais téchicas aparentemente diver-
gentes como andlise de regresséo, andlise
de varifincia, andlise de covarifincia e
andlise de funcgdes discriminantes, s#o
todas casos especiais da andlise dos mi-
nimos quadrados dos modelos lineares.

Em reconhecendo-se as bases co-
muns destas técnicas, uma pessoa pode
usar um vnico programa de computagio
para minimos quadrados lineares, comi
uma subrouting de transformacio, para
realizar o volume de seu trabalho.
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3. O MODELO LINEAR GERAL

Sempre que nos desejarmos “explicar” uma varidvel particular em termos de
vdrias outras varidveis observadas ou medidas nos mesmos individuos, o modelo linear
€ um candidato potencial. De fato, é o modelo mais simples e, conseqilentemente, o mo-
delo preferido se ele parecer de todo realistico.

Para ser mais especifico, assuma Gue nos observamos ou medimos a varidvel

Y; (1 =1, ....,n) emcada um dos “n” individuos. Nos mesmos “n” individuos, nés tam-
bém medimos ou observamos outras “m” varidveis, as quais sdo representadas por
Xy (=1,...m, X, (i=1,...n), ..., X;n (&=1,...n}.

O nosso propdsito € de “explicar” a variavel-'Y em termos das “m” varidveis-X.
Isto é, 0 nosso modelo toma a forma de

Yi:b1xn -|- bszz + .t bmxim:

onde os coeficientes “b” sio constantes a serem determinadas baseando-se nos dados.
Na terminologia usual, ndés chamamos “Y” a varidvel dependente e os “X’s” as varid-
veis independentes.

A linearidade deste modelo € em termos dos “b’s” em vez dos “X’s”. NGs
somos livres para escolher os “X’s”, contudo. cada termo no modelo pode conter so-
mente um unico “b”, e 0 “b” néo deve estar elevado & poténcia. Desta forma, représen-
tando de forma genérica, nods temos:

Primeira Y iX XX ... Xim
observagio — Y, | X, Xp Xy; ... Xy | —> Matriz das varidveis
Y, | X Xos X;g e Xom i independentes

Yn an an Xn_'i [ Xnm

Se as varidveis -X sfo varidveis categdricas (dummy), o modelo é usualmente
chamado de “Andlise de Variéncia”. Por exemplo, a varidvel a qual somente pode assu-
mir os valores -1, 0, 1 é uma variavel categdrica.

Se as varidveis -X sfio varidveis medidas, 0 modelo é chamado de “Anilise de
Regresséo”.

Se algumas das varidveis -X sfo varidveis categéricas e o restante sdo varid-
veis medidas, 0 modelo € usualmente chamndo de modelo de “Andlise de Covaridncia”.

4. AJUSTANDO O MODELO GERAL DOS MINIMOS QUADRADOS PARA OS DADOS

Até agora nés nédo falamos nada sobre a determinacdo das valores dos coefi-
cientes “b”, exceto que nds iremos obté-los baseando-se nos dados disponiveis. Natu-
ralmente, nds desejarmos que estes valores sejam obtidos da melhor forma possivel
no sentido da palavra “melhor”.

Isto significa que nos desejamos “maximizar” ou “minimizar” alguma coisa
no processo do cdlculo dos “b’s”.

Para isto, vamos re-examinar o modelo linear:

Y =Xy +bXp+ ... 4 boXin

Quando os “b’s” forem determinados e as varidveis-X para a observagio i-th
introduzidas no modelo, o resultado ird serum valor “prognosticado” (ou estimado)
para a variavel-Y para a chservacio i-th.

Para diferenciar o valor estimado do valor atual (ou verdadeiro), nds iremos
daqui para frente por um acento circumflexo (ou “chapéu”) sobre ¥; quando referir
a0 valor estimado. Entéo, agora nds escreveremos o modelo como:
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1 1 i1. 27i2 m im

Na maioria dos casos, 0 valor estlmado nio ira ser exatamente igual ao valor
atual, e a diferenga é:

Y-8 =Y obX - b, - L = B X

Para o critério de “melhor”, nés iremos exigir que os nossos “b’s” sejam tais
que a soma dos quadrados dos desvios dos valores atuais para os valores estimados
seja a menor possivel, entdo o nome de “minimos quadrados”.

Isto 6, ndés desejamos o conjunto de “b’s” que minirnize a fungdo:

n .
- 2 o - - - - 2
151 -8 1Er(Y bi¥iy ~ bR e - bR D)

Daqui para frente, nés nio iremos malis escrever o subscrito i, para economi-
zar espaco; contudo, é subentendido estar presente.

Para minimizar esta fun¢do como desejada, nés precisamos:

1 — Achar as derivadas parcials da fungéo cbm respeito a cada um dos
“b’s” em questio;

2 — Equacionar as derivadas parciais simultaneamente a zero;

3 — Demonstrar que o nosso resultado €, de fato, o minimo possivel.

Entio, ndés temos:

I (Y -®? E[Y-(b]}( + b.X, + ... + b X)]?
mm

1 272

- - ‘_ - 2
(Y t:.]xI bzx2 bmxm)

Agora nés procedemos em encontrar as derivadas parcials:

Para bl'

2L (Y- _ o (¥ = byXy = by¥y = oo - bmxm)=]

3b| Sbl
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]

£[2 (Y - b x}-bzxz~...-bmxm)?(Y'blxl'bzxz"'"‘bmxm)r
ab,

1

- [2 (Y -b]x] - b2X2 - bmxm).(-x])]

L [w - - - -
[ 2X, (Y b X, b2§2 oo = b X )]

z[- - 2 . - -
[=-2 (X]Y b]x] bzx'x2 e bmx]xm)]

2L [X.Y - b.x? - - -
-2 [X)Y = byX] = bX X, = . = b X X ]

-2 [ ZXY-bELx?- -
[ ¥ - b L X3 - b, T X X, = ...-b I XX ]

Do mesmo modo para by:

3L (y-9)°?
b,

-l

- - - - 2
(Y b‘X] b2X2 c bmxm) ]

@b,

5 [2(Y-b.X.-b. Koo b x ) YB K mbXym b XD
171 7272 mm . ]

o b,

L [2(y-b X -b2)(

¥ =...=b X ). (=X )]

2

b [—Zxk(Y-b X]-b X —...—bmxm)}

1 272

z [-2(XkY-b‘X]Xk—b2X2Xk—. . .-meka)]

27 [ka - b]X]Xk - b2x2xk - .- bmxmxk}
-2 [I XY - b]zx]xk - bZZszk-...—memek]
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Fazendo estas m derivadas parciais igual a zero, nés obtemos m equagdes em
m ipcégnitas (os b’s).

- - — 2 - - -—

0 2 [X X]Y b] Zx] hZZx]x2 .. bmlexm]
= - . & - 2 — —

0 2 [ZXZY b]lex2 b22x2 bmzxzxm]
= -2 - - : - — . 2

0 2 [meY blzx}xm bZszxm bmzxm]

Dividindo as equacdes por 2 e multiplicando por menos 1, nés temos:
— — 2 — — —
0 = EX]Y b]Zx] bzzx]xz bmm]gm

k—1 - — 2— -
0 ZXZY b]Z)ilxz b2£x2 meSKZXm
[ ¢
i ) ) o ) R
0= Eme b,Zx]xm bzzxzxm - mexm
— g - --.‘ 2— — -
Ex]x u}Zx] bZZx]x2 - bmlexm
- ; = - - 2 -
ZAZY bllexz b2£x2 . mex]xz
~TXY = -b.2X.X -b.IX.X -...-b ZX?
m 17"1"m 72772 m mm
2 -—
b]Ex} + bzlexz + ...+ bmlexm = ZX]Y
2 -
bIZX]XZ + bzzxz + ...+ mexzxm Esz
b IX.X + b.IX.X + ...+ b IX? =5XY
1 i"m 2772 m m m m
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Este conjunto de “m” equagbes simultineas é chamadc de “Conjunto de Equa-
¢O0es Normais”,

5. DERIVACAQ DO CONJUNTO CENTRADO DE EQUACOES NORMAIS

A ni#o ser que se deseje forgar aequacio ajustada passar pela origem, nds
usualmente damos o valor de 1 (um) paraa varidvel X,, para cada observagio. Isto,
de fato, faz X; ser uma constante em vezde uma varidvel. Entdo, o nosso modelo
linear original:

¥ = b]X] +hyX, 4 s b X_ (modelo para a origem)

reduz para:

s =b1 +b2}'(2 + ... +bmxm

e as equagdes normals vem a ser:

bln + b2£X2 + ...+ bmilxm =“ZiY
2 -

bl}:x2 + b22x2 + ...+ mexzxm szy
2 -

b}me + bzzxzxm + ...+ meXm ZXmY

Da primeira equagio normal, nos ternos:

b‘n + bzilxz P mexm = Ly
bln = 1Y - b22x2 - ... - meXm
b =§1—b22—x2 - -y
b, = Y - bziz - - bmim
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Substituindo esta equacio por b;, no modelo, nés obtemos:

¥ = b, + bzx2 ...+ b X

¥ = (Y - bX, - - bmim) * boX, + b X
¢ =Y +_'(1:2x2 - bX,) + + (b X - b X)

¢ =Y+ b, (X, - iz) + +b (X - im)
?-§=b2(x2-§2)+ +b (X~ X))

Em efeito, se nds eliminarmos b; do modelo e medir as varigveis-X remanes-
centes como desvios das suas respectivas médias amostrais, o modelo ird estimar a
varidvel-Y como um desvio da média amostral de Y. Além disto, em entrando-se Os va-
lores meédios para as varidveis-X, nds obtemos:

Y=Y+b2(X2-X2)+...+bm(Xm-Xm)
?-—Y+b2(x2—x2)+ +bm(xm—xm)
¢=Y+0+ ... +0

Conseqlientemente, o efeito de fazer X, = 1 € de “centrar” o modelo sobre
uma média comum de todas as varidveis envolvidas.

Em termos das eqiiacdes normais centradas, usando os desvios das médias €
equivalente usar a primeira equagio para eliminar b, das equacdes remanescentes.
Por exemplo, as duas primeiras equacdes normais centradas s&ao:

b]n + b ZXZ + b:,)EX3 + ... 0+ bmzxm = LY

2

2 =
blfxz +b EX?_ + b3ZX2X3 + .. bmzxzxm ZXZY

2
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Divida a primeira equagdc por n e multiplique-a por ZXZ, para obter:

_ L
b IX, + b, (ZX,)° + by (IX,)(ZX3) +...+bm£§le£§xm)=(§§2)(ZY) (5.1)
n n n n

2 =
b]sz + b, IX5 + by IX Xq%. . 4b _IX X IX,Y (5.2)

Em seguida, subtraia a equagdo (5.1) da equagdo (5.2), para obter:

b,[2X3 (%gzl"] + by [IX, Xy _ (ZX)(Z
+ b [EX,X  _ iggzi(ZX )L [EX,Y iggz)izy)]

ou
= .2 - 3 = sy
b, E(X, - xz) + bI(X, - X ) (X X ) +...+b L(X, X)) (X X))
= Z(X2 - Xz) (Y - Y)
como a primeira do nosso conjunto centrado de equagdes normais. Procedendo-se da

mesma maneira para as equagdes remanescentes, nés chegamos no seguinte conjunto
de equagdes centradas:

__ 2 —— __ ‘ _— -— - = -- —'
b22(x2 xz) +b3>:(x2 xz)(x3 X3)+...+me(X2 xz)(xm xm) E(x2 xz)(Y Y)

bZE(X3-X3)(X2-X2)+b32(x3—x3)’+...+bm2(x3~x3)(Xm-xm)=2(x3-x3)(Y—Y)

bzz(xm-xm)(xz—xz)+b32(xm—xm)(x3—x3)+...+bm£(xm-xm)’=E(xm-xm)(Y-Y)

que suplementamos com:

para completar a sclugdo.
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Noés pode_mos fazer o conjunto centrado de equagbes normais mais simples e
compacto em revisando um pouco a nossa notagéo.

Primeiro, nés subtraimos 1 (um) do indice de cada varidvel e coeficiente
(fazendo %=m-1), sendo que o nosso modelo fica:

T = b0 + blx] + b2x2 + ... F ngz

Fazendo em seguida:
y=Y- Y
X) =X - X

=X, - X

X 2

Com esta notagdo, O nosso conjunto centrado de equagdes fica:

2 =

b, Ex] + b, Ix xy + ... * by Ix %o Ix,y
2 =

b] Ex]xz + b2 sz + ...+ bl szxl szy
2 -

b] Zx]xl + b, szxg + ...+ by le = Ixpy

com
=-— X - X - e s -bg

Note que com © NOBSO conjunto centrado de equagdes,
Iye2
Ig? = b]Zx]y + bzzxzy + ...+ bazxay
nos df a seguinte repartig@io de variag#o

2gy? = 197 + £ (y - 9)°
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Isto &, nés agora estamos repartindo a variagéio nos desvios da varidvel-Y da

sua média. N6s precisamos mostrar somente que:

Ty? = IY? + L(Y - Y)?
= n¥? + E(Y - ¥)?

para estabelecer o fato de que o conjunto centrado, nos dd uma reparti¢io em 3 ma-

neiras da variagéo total.

A provar exigida é a seguinte:

IvY? = (Y - ¥ + ¥)?
(Y - ¥) + ¥)2

[}

IICY ~ ¥)? + 2¥(Y - ¥) + ¥?]

E(Y - ¥)% +{2 IY (Y - ¥).+ I¥?

1l

Mas,a expressdo dentro do retdngulo achureado fica,

"

2TY (Y -~ ¥) = 2I(YY - Y?)

n

2 (ZV)? _2n (JV)? = 2 (IY)? _ 2
n 2 n

n n

2 YIY - 2I¥? = 2 (ZY)? _ 2n(ZY)? =
n

(Z¥)? = 0

regressdc ou soma de quadrados do modelo.

?Iy®: soma de quadrados totais dos desvios da média

Desta forma,

(Y - Y)? +

Iv? = (Y - ¥)? + I¥?

(Y - Y)? +

IZg?: soma de quadrados dos desvios estimados ou soma de quadrados - de

nY? =

(ZY)?
n
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2oy Entd@o; o comunto centrado de equacfes normais nos da a seguinte repartlgao
em 3 cammhos da variacéo total na varidvel-Y: .

Fonte Soma de¢ Quadrados _ G.L.
Média nY? = (ZY)*/n ]
g a .

Modelo g2 = I b) L x_ .y #Fb' -1

. S 7137

=1 1=1"-
Residus I (v - 9)° n - # b; -1
Total Iy? n-1

Obs.: 1 = 1-1

6. DERIVACAO DIRETA DO CONJUNTO CENTRADO DE EQUACOES NORMAIS
EM VEZ DE SECUNDARIAMENTE COMO FEITO NO ITEM 5 :

Pertindo-se do modelo,

Y = b0 + b]X] + b2X2 + ... + bmxm'

e nés desejamos minimizar L(Y - ¥)7?

Sendo,
(Y - ¢) = ¥ - b, - bX, - byX, - ... -b X
V2 = - 2
(Y - 9% = ZlY - (by + byX, ¢ X, + ... * bmxm)]
- - - - - - 2
= LY - by b X, byXy = ... bmxm)
F] _ _ - - - 2
ALYy - 1) =82(Y by~ B ¥, bX, - . bmxm)
9 by, &b,
: - 2
aly - by - b]x] - b2X2 - ... bmxm)
= I | ]
abo
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I l2(Y - by - b.X, - bzxz-...-bmxm) .a(Y—bO-b]X]-bzxz-...-bmxmi
db,
=z [2.(Y - by - blxl - b, - .- bm%m)f (-1)]
=7 [-2 (Y - by - b]x1 - b2X2 - ... - bmxm)l
= -2 L[y - by - biX, = byX, = ... - bmxm]
= — —-— —-— — - - T‘
2 [Zy by b]):x1 b22X2 ch bmuxm}
{( +2) 0= -2 [IY - bg - b]Ex] - b, IX, - ... - meXm]
x (-1) 0=_ZY+b0+bl,£x1 +b22x2+ e +meXm
0 =2IY - b, - b IX, - bzzx2 - ... - b IX_
nby + b IX, + b22X2 oL szxm = Iy
- $y=2 — - _ - - 2
Ly - ¥ =aIKY . by = byX, - byXy - ... b X )
Q_b] db,
: : i - - - '.'_ 2
oY - b, b,X, b2x2 L. bmxm)
=X | ]
ﬁ;819]_.
=3 [2w(Y-b0-b]xi-b2x2-...-bmxm)_s(Yabo-b]x]—bzxz-...-bmxm)]
ab]
= I {2 (Y-by=b X =b X, -...= b X ).(-X,}]
= - — - 2- - -
z Z(X]Y bg¥ b ¥i-b,X X, = ... bmxmx1)]
- - - 2_ — —
2 [EXIY bOEX] b]EX] b22XTX2 .. mexmxi]
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L B o - -— 2_ — -
(:2) 0 2 [EX}Y bOZX] b]le b22x]x2 .. mexmxT]
- = o 2
x(-1} ¢ ZX]Y + bOZx] + blle + bz)l}(]x2 + ...+ meme]]

= - -— 2 - - —
0 =1 XY bole b]£x| bzzx]x2 e mexmx]]

2 -
bOZX] + b]ZX] + bzzx]xz + ..+ meme] ZXIY
8I(y - §)* 'Y - - - - - 2
8I( ) =32(Y by = byX; = b X, - ... - b X )
ab2 ab,
) ) - } ) ,
. (Y b0 byX, b2x2 s bmxm)
= I ]
aloz
=z [2(Y~b0-b}x]-b2X2-...—bmxm)_a(Y-bO-b]x]-bzxz-...rbmxm)]
8b2
=X [2 (Y'bo“blxl’bzxz"'"bmxm)'('xz)}
= - - - - 2- -
I 2(X2Y bg¥Xy=b X X =b X3~ .. bmxmxz}
- - - - 2, -
-2 [szv b02x2 b1ZX]X2 b22x2 een bmzxmle
Y - - - 2— -
(+ 2) 0 ==2 [szy b02x2 b]}:x]x2 b22X2 e memez]
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- = . 2
x(-1) 0 Ex2Y + bozx2 + b]}:x]x2 + b22x2 + ...+ bmzxmx2

= - - - 2 — -—
0 EX2Y bﬂ)’.:)(2 bIEXTXZ bzﬂxz e meXm}(z

2 =
bOE}(2 + b]EX]X + bzzxz +...4 meXmXZ = EXZY

2

— vy? _ _ _ _ _ 2
ai(y ¥) ;aZ(Y bo blxI b2x2 Ca bmxm)
2b. ?b.
] ]
- - - - - 2
o (Y by - By%, b2X2 - bmxm)
=T | ]
ob.
]
=7 2(Y—b0—b]x]-b2x2-...-bmxm)_ a(Y-bO-b]X]-bZXZ-...-bmxm)]
ob.
]
=2 (Y-bo-brx}-bzxz—...-bmxm).(-xj)]
=T [-2xj (Y—bO-hTX]-bZXZ-...—bmxm)]
= =27 [XjY-boxj—b]X]Xj—bzxzxj—...—meij]
= -2 [ZXjY-bOEXj-b]lexj-bZszxj—...-meXij]
(+ 2) o= =2 [EXjY-bOZXj—blixlxj-bzzxzxj—...-meXij]
x{-1) 0 = uzxjv + bOij + b12x]xj + bZZXZXj + L.+ memej]
0 = Exjy - bOZXj—bIEX]Xj - bzzxzxj - ... - memej]
b.IX. + b IX X. + b.IX.X. + ... + b IX X. = IX.Y
077] 17173 277273 moom ] 1
Substituindo Xj = Xm, ndés temos:
2 =
bOZXm + b]ZXIXm + bzzxzxm + ..+ bmzxm Eme
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Assim sendo, o nosso conjunto de equagbes normais fica:

nb0 + b] Ex} + b?_ sz + ...+ bmzxm = Iy
2 ' = ;
b0 Ex] + b1 Ex] + b2 ZIX]}(2 + ...+ mex]xm EX.[Y
2 =
bo 2x2 + b‘Zx]x2 + bZEx2 + ..+ bm szxm ZXZY

2 =
bO me + b1 Zx1xm + b2 ZX2Xm + ... bm Z}(m ZXmY
Quando o modelo contém o termo constante (b,), é possivel simplificar as
equacdes normais e suas solugbes. A simplifica¢do aparece pelo fato de que a solugdo
das equacgdes normais nos da uma estimativa de b,.

Nés sabemos do nosso conjunto de equagdes normais que:

nb0+b] Zx] +b2 Ex2+ +bm me=ZY
nb, = ZY - by IX, - b, IKy = o0 = b IX_
boo DY - by IX; - b, IX) - ... - b, IX
n n n
mas Y _ Ly e ii _ Eﬂi’ entdo
n n
by = ¥ = by Xy - by X, = e =D X (g )

Novamente, do nosso conjunto de equagdes normals, temos:

nbO +'b] EX] +b2 Zx2+ +bm me=ZY (6.2)

Substituindo a equagdo 6.1 na equa§§b 6.2, obtém-se:

n(Yy - b}x] - b2X2 - .. - bmxm) + b]ZX] + b22x2 4., .4 mexm= ;Y

(n Y - b]nX] - b2nX2 - .. -bm nXm)+b]EX] + b22x2 +....4—bm.2)(m = Iy

b](ZX]-nX) + bz(EXZ-nﬁz) +...4b (me-nim) = 3Y - nY
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masi|=.§£]’§ =El 9§=£_Y,

1 n n
entdo
b, (FX, A ZX)+b, (IX, _#ZX)+ ...+b (IX _ #ZIX)= I¥ _ BIY
1 1 Tl 2 2 —_ﬂ 2 m m T'l'l'l ﬂ—
bl(EX} - Zx]) + b2 (Zx2 - zxz) + .. F bm (me - Exm) = Iy - Y
b, (0) + b, (0) + ... + b (0) =0

assim sendo, a primeira linha do conjunto de equagdes normais desaparece.
Tomando a segunda linha do conjunto de equagdes normais:
bolX, + b IX] + b, IX X, + ... 4 b XX = IX|¥ (6.3)
Substituindo a eguagdo 6.1 na equagdo 6.3, temos,
(¥ - b X -b %, - ... - b X VIX, + b,IX + b IX X 4. .. 40 IX X = IX Y
(?Ex]-b]ilzx]-bzizzx]-...—bmimZx]) + b IX] + b IX X, 4.4 b IX X = IX,Y
b](EXT-ﬁlixl)+b2(ZX]X2+§22x])+...+bm(ZXle—§mZXi)=ZXIY-§£X]

mas, ¥ _ IX, 3 % = in ¢ 3 < 1Y, entdo

i n 1 n n

b, (Zx] _ (ZX)(IX)) ) + b, EX X, _ (ZX,)(ZX,) ) +...+b (EX.X (ZX )(IX,) ) _

n n ) . n

IX Y (ZY)(IX))
. - n

. (Zx))? (Ix,)(ZX.) (X Y(Ix)
b](Ex] B n1‘ ) + b, (ZxTx2 _ i 1 )+...+bm(zx1xm _ mn 1y

=IX Y _ (ZY)(IX )
n
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mas, ijxk = EXij _ (_);)_(_j_'_)]_g_.’:'xk), entdo

2 =
b] Zx] + b2 lexz + ...+ bm Ex]xm Zx]y

O mesmo procedimento acima € aplicado para as outras partes do conjunto de
equacbes normais.

Como percebe-se, a primeira coluna do conjunto de equacdes normais também
desaparece, e 0 conjunto de equacdes para o modelo centrado serg:

2 =
bin] + bz)::-c]x2 + ...+ bmlexm Ex]y
2 =
b]Zx]x2 + bz}:x2 + ...+ mexzxm Exzy
2 =
b12x1xm + bzﬁxzxﬂ.l + + mexm Exmy
com,
bO =Y - b]X] - b2X2 - - mem

7. DERIVACAO DO CONJUNTO NAO-CENTRADO DE EQUACOES NORMAIS CO-
MO UM CASO ESPECIAL DO CONJUNTO CENTRADO

Tomando-se ¢ modelo;

¥ =5t
0 + b]x'l + b2X2 + .. +mem

Nés desejamos forgar a equagdo ajustada passar pela origem. Isto € obtido
fazendo-se b, = 0 e 0 modelo nao-centrado sera;

= X
¢ b]x] +bX, 4L b X

e dese ja-se minimizar
I (Y- %°
entdo,
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(y - %) =Y - b]x] - b X, - - b X

272 mm
- 2 = -— 4 2
Iy - Iy (b]X] + bzkz ..+ bmxm)]
- — - - - 2
I(y b]x] bzx2 - bmxm)
2I(Y - )2 8X(Y - b X, ~b X, - ... - b X )}?
- 171 272 m m
ab] cabI
- - - - 2
) z[a(Y b]x] bzx2 e bmxm) |
ab,
= Il 2 (y - b]X] - b2X2 - .. - bmxm)g(Y-b]x]-bzxz-...—bmxm)]
ab,
= Z[2(Y - BX) - byX, - L. - b X ).(-X )]
—_ - - 2. - -
= I[-2 (X]Y b X{-b,X X, bmxmxl)]
|-~ J— - -.2_ - -
2[Zx]& b}ZX] bZZx]x2 e bmzxmx]]
o = -— —— 2 — - -
+ (2) 0 2 [ZXIY”_ b]le b22x]x2 .. meXmX]]
- = - 2
x (-1) 0 ZX]Y + b1le + bZZX]x2 + ..+ meme]
= : — 2 -
0' EX]Y b12xT b22X1X2 + ...+ bmzxmx]
2 -
b]Ex1 +_b22x]x2 + ...+ bmlexh' ZX]Y
QLY - &) 2I(Y b]X] bzx2 . bmxm)
ab2 ab2
- - - - 2
518 b]X] b2X2 .. bmxm)
= If ]
2b

2
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_ - - - -...-b X
-3l 2{y - b X, - b2X2 bmxm)_a(Y b]X] b,X - b m)]
ab2
= [2(Y - b.X, - b2X2 - .. - bmxm).(-xz)]
= - - — 2 - - .
[ 2(X2Y b1x]x2 b2x2 bmxmxz)]
- - — - 2 - -
2[2x2Y bllexz b22x2 bm}:xmle
= - - - 2 - -—
+(2)0 = 2[ZX2Y b]zxix2 bzzx2 memezl
- - 2
x{(-1)0 ZXZY + b]zx]x2 + b22X2 oL+ bmzxmxz
= - - 2 - -—
0 EXZY b]}:x]x2 b22x2 bm}:xmx2
2 -—
b]Zx]x2 + bzzx2 R bmzxzxm = ZXZY
T - 2 - — - - 2
ary - 9 =az(w b X, - byX, - ... bmxm)
ob. ob.
] ]
- - - ) - 2
=1 a(Y' byX, = by¥, = ... - b X D%
ab .
h
= Il 20¥-b X -b,X,-...-b X ) .&(¥-b X, -b,X,-...-b X )
ob.
]
= T[2(y - b,X, - byX, —...—bmxm).(—xj)l
= Z[-zxj(y - b]X] - bX, - .- bmxm)]
= -22[ij - b]X]XJ. - bzxzxj - ... - bmxmxj]
=—2[Eij - b]EX]Xj - b22x2xj - .. - memeJ.]
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+ (20 =-2[ZXJ.Y - br):x]xj - b2£x2xj - ... - bmzxmxj]

x(=1) 0 =-IX.Y + b.ZX.X, + b,IX. X, + ... + b IX X.
: ] 177173 277273 mom )
0 =ZIX.Y-bIX X, -b,IX,X. - ... - b ZX X,
] 177173 27727 m om ]
b.IX.X. + b IX.X. + ... + b IX X. = IX.Y
171 2727 mom ] ]

Substituindo xj--xm, nés temos:

2 =
b] Ex]xm + bzilxzxm + ...+ bmrxm EXmY

Assim, 0 conjunto final de equacdes normais para o modelo ndo-centrado sers:

: b]ZX} + bzlexz + ...t meX]Xm ZX]Y

ZX )Y

. F
b})lx]x2 + b22x2 + ... 4 mexzxm
2 =
blix]xm + bzéixle_n + ...+ meXm }:me

No6s podemos verificar que esta solugdo é a minima soma de quadrados, exa-
minando as segundas derivadas parciais.

. . . . .th
A primeira derivada parcial 1t é:

asg _Z f2(y - b X, - boX, = ... - bmxm).(-xi)]
1
= I[- - - Y - - b.X% - - X
Il Z(XiY b]x1xi bzxzxi bix1 bmxlxm)]
= — — — - ’ — 2 — —
-2 [EX.Y - b ZX X, - b DX, X, - ... - biIxE - ... - b IX X ]

e a segunda derivada parcial com respeito a bi é

’ —— p—
Q’F_gf pl-2f-(x2)} ) = Z[2x}] = 2Ix?

que & sempre positiva. Sendo que as segundas ordens parciais em todas as dimensdes
sd0 sempre positivas, nds temos que ter de fato um tnico “minimo”.
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8. DIVISAO DA SOMA DE QUADRADOS TOTAIS EM PORCOES EXPLICADA E
RESIDUAL

Uma maneira de avaliar a adequabilidade de um modelo ajustado é determi-
nar a quantidade de varia¢io que € explicada pelo modelo. Como medida de variagéo,
nés iremos usar a soma de quadrados. Onosso interesse, entéio, reside nas seguintes

fontes de variacdo em Y:

SQ Total = I Y?
SQ Modelo = I %
$Q Residulo = I (Y - )2

Seria conveniente se as duas iltimas fontes de variagio rossem aditivas e to-
talizassem para a primeira, isto €,

Iy? = I9? + I(Y - ©)? (8.1

Se isto fosse o caso, n6s poderiamos determinar a variagdo residual em sub-
traindo a variacio explicada pelo modelo da variacéo total.

Para isto vamos provar que as fontes de variacfo séio aditivas, com respeito a
férmula acima, para o conjunto de minimos quadrados dos “b’s”.

No processo, nds iremos obter um método conveniente de calcular a I¥Z.

Nés comegamos com a expressio LY?, na qual nés somamos e subtraimos ¥:

Iy? = I(Y - ¢ + ¥)?

Ti(y - €) + ¥))°2

-~

T I(y - $)2 + 29%(y - ¥) + ¥7)

Mudando o termos ¥? para o comego, nds temos:
= L{¥? + 2%y - ) + (¥ - ©)?]

Passando o sinal de somatdrio para dentro:

SL¥3 + 2Z¥(Y - ¢) + Z(y - ¥)2
jo 20 3o '

O primeiro e o tltimo termo, séio aqueles que nos desejamos reter e, entdo,
permanece para nés mostrarmos que o segundo termo € zero. '
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Sendo que,
219 (Y - 9) =0

gomente se,
(v -9 =0

Nés podemos eliminar o multiplicador 2, em que se segue. Entdo,
I (Y- 9) =X (Y - %) = I9y - I9?

Substituindo ¢ = b]X] + b2X2 + ... 4 bmxm,

nés obtemos

Iy - I92

IY(b. X, + B X + .,. + bmxm) - z(blxl + bzx

2
1% * by +oootb XD

2

Z(b]X Y+b, X Y+...+memY)-E(b]X1+b2X

2
] 2%, +...+mem)

2

il

- 2
fb]EX]Y+b22¥2Y+...+meX Y) F(blxl+b2x2+"‘+bmxm). (8.2)

1 2

Para completar a prova, nés precisamos somente mostrar que os dois termo
acima s3o idénticos.

Vamos entdo expandir o termo no lado direito (2) da equag#o 8.2:

2
E(b]X]+b2X +...+bmxm) _Z(blxl+b X +...+bmxm).(b]x

2%, +b X +...+bmxm)

2 1 7272

=Z[b]X](b1x]+b2x2+...+bmxm)+b2x2(b1x'+b2x2+...+bmxm)+...+

+bmxm(b]x]+bzxz+...+mem)]

=E[(b1X“+b b,X.X.+...+b

. 2y 2
1t b, X X, 1bmx]xm)+(b b, X.X,+b3X%+ . . +b bmxzxm)+...+

1727172 7272 2
2v2
+(b]bmxlxm+b2bmx2xm+...+bmxm)]

= 252 2y2
Z(b]X}+b]b2X]X2+...+b]me]Xm)+E(b]b2X}X2+b2X2+,..+b2me2Xm)+...+

2y2
+Z(b]bmx]xm+b2bmx2xm+...+bmxm)
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= 2 2 . 2 2
(b12x1+b]b22x]x2+. . .+b]mex]Xm)+(b]b22xlxz+b22x2+. Lot

2 2
#bob IX,X )+...+(b b IX X +b,b TX X +... +bIIXD)

m, 2
1 2

= 2 2
p](b]Zx]+bzzx]x2+...+bmzx]x J+b (b]£x]x2+b2Fx2+...+bmzx2xmzf...+

2
#b_ (b EX X +b)TX X +...+b IX?)

3

Mas, as expressdes nos paréntesis (1,2 e 3) sdo simplesmente os lados direi-
tos das equacdes normais, isto €:

2 = Y
b]ZX.I + bZZX]XZ +., .+ bm}{]}im EX]
2 =
b]ZX1X2 + b22X2 + ..+ bmzxzxm ZXZY
. oz o
bIEX.IXm + bZEXZXm + ...+ meXm EXmY
Sendo assim
= b]ZX]Y + bzzsz oL+ meme (3.3)

Desta forma, substituindo a equagio 8.3 no item 2 da equacéo 8.2, nés temos:
oy - ?)=(b]EX]Y+b22X2Y .t meXmY)-(b‘ZX1Y+szX2Y+...+meXmY)
¥ (Y - ¥) = 0,

e a prova estd completa.

Conseqiientemente, nés comprovamos pela equacio 8.1 que as fontes de va-
riacio séo aditivas. -

No processo de desenVolvilnehto desta prova, nés também mostramos que:
L9 = b IXGY 4 b IX,Y + ...+ b IX ¥
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Isto diz que a porgo da soma de quadrados total “explicada” pelo modelo,
pode ser calculada multiplicando-se cada coeficiente “b” pelo lado -Y de sua equagcao
normal correspondente e somando os resultados assim obtidos. Entéo, nés repartimos
a. variagdo em Y (como medido pela somade quadrados) como segue:

TOTAL = MODELO + -REsfpuo
zyz = . . z?z ' S+ Z(Y - ?)2
. o

T(y - 9)% = Iy? - I¥?

com
I9? = b IX|Y + B IX, Y + .t b IX ¥
1Isto s6 € vdlido para a solugéo dos minimos quadrados.
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