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 SUMMARY

This paper presents a methodology 1o obtain cubic spline functions as a way of representing stem

profles of individual trees.

The volumes of 12 trees were obtained by the integration of the spline functions-and compared with
the volumes calculated by the Smalian formula. The average differences were always below 0,3%,
compared 1o the toial voliunes, so as to the commercial ones, for vencer, sawtimber and for puip.

1.  INTRODUCAO

Freqientemente em  Inventdrios IMlorestais
ulilizam-s¢ equagses volumétricas como forma de
reportar o volume intciro de drvores.

Recentemente no  Brasil, o cmprego de
fungGes de forma tem aumentado em decorréncia da
necessidade  de  melhor  qualificar a  produgiio
volumétrica oriunda, principalmente, das [lorestas
implantadas.

Essas fungGes aprescntam muitas vanlagens

em rclagiio ds cquagdes de volume {radicionais, mais -

cspecificamente no que se refere aos volumes parciais,
nas cstimativas de difimctro do topo de toras, ou
ainda para cstimar o comprimento de toras até um
diimetre  mimimo  para  um  determinado  uso
comercial.

No entanto, quando aplicadas para estimativas
por unidade de drca, alguns crros podem cstar
inscridos, uma vez quc cssas fungdes sio ajustadas
para um ndmero pequeno de drvores em relagio ao
total envolvido em um Inventdrio Florestal.

Estes erros podem ser causados por indmeros
fatores que podem influenciar na forma das drvores
como: copa, idade, localizagfio da drvorc na floresla,
densidade, sitio, etc.

A influéneia de Lais fatores tem tornado dificil
encontrar-se¢ uma fungflo matemitica capaz de
deserever o perfil inteiro do tronco de drvores. Por
conscguinte, pesquisadores americanos c
principalmente  alemdes, t¢m enviado csforgos no
sentido de sclucionar o problema, chegando a fungtes
matemiiticas que possam melhor representar a [orma,
gerando estimativas precisas de didmetros a diferentes
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alturas ¢ volumes parciais ao longo do tronco.

Neste aspecto, esses  pesquisadores  tém
buscado expressar o perfil do tronco, niio com uma
Gnica fun¢fo matemdtica, mas com cquagles que
representem pedagos do tronco e que ligadas umas as
oulras, possam reportar todo o perfil do tronco.

MAX ¢ BURKIHIART!! foram os primeiros a
adotar tal procedimento. Eles utilizaram a técenica de
regressio segmentada, ou scja, cada parte do tronco

»foi representada por uma fungfio polinomial. Nessa

t€enica, a curva dc cada scgmento ¢ gerada pelo
mélodo dos minimos quadrados ¢ os pontos de
ligagdio entre cada segmento sfio necessariamente sem
ruptura ou harmonizados.

L1UY utilizou fungbes spline cubicas para
representar o perfil do tronco. As curvas neste ¢aso
sdo geradas por aproximagfio numérica que garante a
passagem da curva por todos 0s ponios utilizados.

Acrescenta esse autor que dependendo da
amplitude dos dados, cada scgmento pode  ser
representado por uma fungfio lincar quadritica ou
cubica ¢ o referido método asscgura & harmonizagio
(smoothing} dos pontos de jungio,

A diferenga entre a regressdo segmentada de
MAX ¢ BURKITART'! ¢ a spline ctibica de LIU', ¢
que a primeira ¢ cstimada por procedimento
estalfstico, cnquanto que a scgunda € uma
interpolagiio numérica ¢ extrapolagfo.

FUBANK® afirma que splines tem sido
ulilizadas para representar curvas em dilcrentes drcas
de conhecimentos, lais coma: agricultura, geodésia,
cconomia, metcorologia, geolisica, astrofisica, entre
outras. .

Esse uso diversificado de splines, deve-sc em
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parte, 4 sua flexibilidade em expressar curvas que
caractcrizam a ocorréncia de fendnmcnos complexos,

Na drea de mensuragfio florestal, splines icm
sido usadas com maior freqiiéncia na modelagem da
forma das drvores. Entrctanto, DEVAN ¢
BURKHART em 1982 emprcgaram-nas para obtcr
curvas de sitio assim como BORDERS, BAILEY ¢
WAREem 1984

Estes diltimos, procurando estabelecer curvas
de fndice de sitio para Pinus facda, verificaram que o
padrfio de desenvolvimento da altura dominante
média até 15 anos dc idade cra anamorfico. A partir
desta idade, apresentava tendéncia ao poliformismo.
Em dccorréneia, sclecionaram cquagOes adequadas
para representar essas duas tendlncias das curvas,
proccdendo a jungflo (smoothing) cnirc duas
equagdes através do uso da fungiio spline.

LIU®  cnfatiza quc o©s procedimentos
numéricos (radicionais na andlisc de tronco, com
freqiiéneia falham na cstimativa do comportanicnto
do crescimento em altura. Por isso, ¢l utilizou spline
cdbica natural para cstudar o incrcmcn}o cm altura.

Posteriormentic cm 1979, LIUJ, utilizou essa
mesma téenica para tragar perlis nas vdrias idadces, em
dados de andlisc dc tronco completa.

Com a finalidade de representar a forma de
troncos de  4drvores, uma séric de  (rabalhos
empregando [ungdes splines tem sido desenvolvidos,

LIU' utilizou 26 4rvores de Liriodendron
tulipifera 1. ¢ para cada drvore foram medidos os
raios em 14 posigfes ao longo do tronco. Ulilizou a
splinc cibica natural para retralar os perfis dos
troncos oblendo cstimativas acuradas, tanto para o
volume total como para volunics parciais, com ¢rros
médios cm torno de 1,5%.

HRADETZKY? discutiu diferentes manciras
dc ajustes de fungbes splinc como forma de
representar a forma dos troncos. Enfatizou csse
autor, as possibilidades dc ajustes dessas fungdes por
interpolagho ou por regressio atraves do uso dos
minimos quadrados.

SABOROWSKI ¢t al'® utilizaram spline
clibica para expressar o perlil de drvores ¢ tentaram a
redugfio do ndmero de pontos a screm medidos ao
longo do tronco come forma de obler um nimero
minimo de medigdes que tornc vidvel a aplicagiio
dessa téenica cm Arvores cm yé

SMALTSCIIINSKI™ também utilizou a
interpolagio splinc cibica para cxpressar & [orma do
tronco de drvores. Ele cstabeleccu que para ter-se
uma boa representatividade de tedo o perlil, seriam
necessdrias medigoes e 6 pontos ao longo do tronco.
Iscothcu o DAP, o do,ib ¢ a altura 10tal como pontos
basicos ¢ procedeu testes a fim de jdentificar as
demais posigdes realizando védrias combinagdes. A
melhor delas foi agucla cm quc usou as medigdes a

0,2h; 0,5h ¢ 0,74h, com crros inferiores a 1,5% no
volume e 3% na estimativa dos didmetros.

Em decorréncia da importancia desta técnica,
este trabalho tem como objclivo apresentar
metodologia de ajuste de uma fungfio de interpolagio
spline como forma de expressar o perdil do tronco ¢
sua cficiéncia na estimativa de volumes de drvorcs.

2, TEORIA DE FUNCOES SPLINE CUBI-
CAS

A definigfio de diciondrio para splinc ¢: “uma
tira Dexfvel para desenhar curvas”.

Em projetos de engenbaria, construtores de
navios ¢ muilos outros geralmente usam splines, uma
régua cldstica que pode ser dobrada, sendo que passa
por um dado conjunto de pontos (xi, yi),i =0, 1, ..,
m, muito scmelhantc a uma curva [rancesa, ¢ que
traga uma curva suavizada cenire 0s  pontes
especificados.

Matematicamente, splincs sfo definidas como
sendo polindmios segmentados de grau “n” cujos
valores da fungfio e suas primeiras “n-1" derivadas
continuas passam nos pontos onde sc juntam. As
abcissas destes pontos de jungfio sfo chamadas de

~=nds" ¢ csies polindmios segmentados sfo cscolhidos

para minimizar a curvatura quadrdtica média minima.

A aproximagfio por spline ¢ uma interpolagfio
através de uma classe de fungoes de coordenadas, as
quais podem ser descritas como um conjunio de
polindmios cubicos scgmenlados com  jungoes
suavizadas (FIGURA 1).
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FIGURA 1: Exemplo de splines cubicas

Em vez de aproximar uma dada fungfio f(x)
sobre um intervalo {(a, b) por um dnico polindmio, é
possivel dividir (a, b) em “n” sub-intervalos (a, x1), (x1,

‘X2), ey (Xn-1, B) € aproximar {{x) por um polindmio

diferente cm cada sub-intervalo (LlUm).
Fazendo y = f(x) scr & cquago para a curva a

- qual ¢ definida pela spling ¢ sob certas hipdlescs (de
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acordo com a teoria da elasticidade), f(x) pode ser
aproximadamente descrita como sendo a obtengio de
diferentes polindmios de tercciro grau (polindmios
ctibicos) de tal mancira que [(x) ¢ suas duas primciras
derivadas sfio continuas em qualquer ponto. A
{erceira derivada, contudo, pode conter
descontinuidades ‘nos pontos x;. Essa fungfo €
chamada de fungfio spline ciibica ¢ os pontos x;, i = 0,
1, 2, ..., m sfo chamados de nés (DATILQUIST e
BIORCKY).

O conceito de fungio spline pode ser
generalizada da scguinte mancira:

--fazendoa =X < X[ < .. < Xp = bsera
subdivisfo do intervalo (a, b).

A fungfio spline de grau “n” com nds nos
pontos xi, i = 0, 1, .., m ¢ uma fung¢do 8 com as
scguintes propricdades: :

a) em cada sub-intervalo (xi, Xi+1),i= 0, 1, ...,
m-1, §(x) ¢ um polindmio de grau “n”,

b) S(x) ¢ suas primciras (n-1) derivadas sio
conlinuas cm (a, b).

Supondo que se descja interpolar (m + 1)
pontos (nds) ng, ..., N Para tal curva (ni = (xi, yi))
Cada um dos “m” scgmentos yg, .., ym-l € um
polindmio  cibico dcterminado  por  quatro
parAmetros. Portanto, tem-s¢ 4m pardmclros a screm
determinados na fungfio polinomial cibica:

2
y,'=zl+bx+cx"+dx3

Em cada um dos (m - 1) nds interiores ny, ..,
nm-1 {onde dois scgmentos s¢ ceontram}, (em-sc
quatro condigoes (BARTELS ct all'):

yi-r(1) = yi, ¥'i-1(1) = ¥'i(0)
¥i-1(0) = y3, ¥"i-1(1) = y"i(0)

Além disto, exige-sc também que:

yo(0) = yo
Ym-1(1) = ym

resultando um tolal de 4m-2 condigtes de
onde determinar-sc-4 0s 4m parmetros. Contudo, €
necessdrio mais duas condigdes para dar solugfio dnica
para a fungfo splinc,

Isto pode ser escolhido de vdrias manciras ¢
uma dclas ¢ simplesmente exigir que as scgundas
derivadas nos pontos cxtremos scjam ambas iguais a
zero, Com isto, tcm-se uma linha reta fora do
intervalo ¢ estas condigdes auxiliares produzem a

SPLINE CUBICA NATURAL.

21. DESENVOLVIMENTO DA TEORIA
Tomando o que foi anteriormente exposto,

em termos priticos a FIGURA 2 ilustra a situagio a

ser descrita, contendo trés scgmentos {(m) definidos

por (m + 1) pontos com dois nds interiores (1 ¢ 2).
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FIGURA 2: Exemplo de aplicagao prética. de fungéo
spline clbica natural

- Ulilizando-se a fGrmula 4m - 2, tcm-se: 4m - 2

= 4(3) - 2 = 10 cquagdcs, mais duas definidas pelas
derivadas segunda nos pontos cxiremos, o quc totaliza
12 equagdies a 12 incGgnitas,

Assim 05 passos a screm seguidos sfo:

Primeiro - Passo:  construir os  polinbmios
cubicos para cada um dos pontos, dentro de cada
scgmenlo (m).

5 fAo1 4 B11X0 + A2Xe® + AxXe’ - Yo = 0 (cq. 1) ponto 0
(x0, x1) ,
doy + a1X1 + 220 + aapxr’ - ¥1=0(eq. 2) ponto 1

52 02 + a13X1 + axxe® + a3x1® - y1 = 0 (eq. 3) ponto 1
q- ) po
(x1, X2y . i
Aoz + Xz + aaa” o+ a2’ y2 = 0 (¢q. 4) ponto 2

Ss Aoy + M + 22" + a2 y2 = 0 (eq. 5) ponto 2
¥ q-2) |
{x2xx ,
Qo3 + Q133 + A + A’ yi=0(cq 6) ponto 3

Assim, tem-s¢ doze pardmctros a scrcm
determinados ¢ somente seis ecquagdes,

Segundo Passo: impor a condigho quc as
derivadas primiciras e scgunda scjam iguais a zero nos
ponlos intermedidrios. Com  islo  impdc-sc  a
continuidade da fun¢fio no inlervala (a, b).

118 — REVISTA FLORESTA




a) Derivada primeira no ponto 1 ((2) = (3) = 0)

an + anx1 + Elleli + a31X|:- yi=
a2 + apX1 + anx1 + axr -y1=0

801 + B1X1 + 82X1% + B3Xe’- Y1 - Ao2 - Buy - AKX Ay’

+y1=
derivando-sc a fungio acima tem-se:

ai + 2azix1 + 3a31x1>- a2 - 2anx; - 3a3x1” = 0 (eq.7)

b) Derivada primcira no ponto 2 ((4) = (5) = 0)

a0z + a1Xe + A220% + A2’ - y2 =
a03 + a1z + arx? + A’ -y2 = 0

ae2 + AX1 + a2%2® + anx2’ - y2 - a3 - A1X2 - aaxa’ - Aax2®
+y:=0

derivando a fungfio acima tcm-sc:

Az + 2022 + 3232 - A3 - 2022 - 3 = 0 (eq. B)
¢) Derivada segunda da eq. 7.

2a21 + 6a31X1 - 2821 - 6a3:X1 = 0 (cq. 9)
d) Derivada scgunda da cq.8.

2421+ 6a3ix: - 282 - 62332 = 0 (cq. 10)

Com isto tem-sc mais 4 cquagGes 0 que
parcialmente totalizam dez equagdics. '

_ Terceiro Passo: impor condighes de fechamento
nos ponto extremos, isto €, dos pontos 0.¢ 3.

a) Derivada scgunda no ponto 0, da cq 1.

2a2 + 6a3Xo = 0 (eq. 1)

b) Derivada segunda no ponto 3, da cq. 6.

2423+ 6233 =0 (cq. 12)

Com um total dc 12 cquagdes ¢ doze
incognitas, tem-se a solugfio dnica.

Para resolver o sisicma de cquagbes por
inversdo de matrizes, tem-se quc cstc sistcma forma
uma matriz csparsa, contendo zcros inclusive na
diagonal.

Apllcqndo-seAx Bdlrctamcntc néo se tem
solugfio pelo método de ehmmag’io de Gauss, assim
usa-s¢ o seguinte artificio:

AT. A AT B onde:

X= (AT A AT.B

dependendo apenas da matriz quadrada (AT
A) ! nio ser singular.

Desta forma, para os trés scgmentos tem-sc as
scguintes cquagdes conlinuas no intervalo (a, b):

an + a1 + anx™ + aux® = y = 5% paraxo < x%s X1
(cq.13)

agz + apx’ + aax + amx® = y = Sx(x"y para xi s x
(éq. 14)

le x2

03 + 213 + A + Axxs =y = Si(xD parax: < X< X3
(eq.15)

3. APLICAGAO DO METODO

A fim de melhor expor a aplicagfiio do méiodo,
utilizou-s¢ neste trabalho, doze drvores de Iinus
clliottii com 23 anos dc idadec ¢ com variaclo
diamétrica de 23cm a 38,7cm.

Em cada drvore foram medidos diimetros em
vinte ¢ dois pontos ao longo do (ronco, como seguc:
0,0m; 0,4m; 0,7m; 1,3m; 0,10.h; 0,15.h; 0,20.h;
0,95.h, sendo h = altura total,

O perfil de uma drvorc com os pontos reais ¢
os pontos obtides pelas fungties spline constam na
FIGURA 3, indicando a excelente performance dessa
técnica cm expressar a forma das drvores.

Procurando também demonsirar a eficiéncia
das fungdes spline na eslimativa volumétrica, os
resullados oblidos foram comparados com volumes
reais caleulados pelo métedo de Smalian.
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Esscs volumes foram computados para a
drvore inteira ¢ para volumes comerciais otimizados
conforme ilustra a FIGURA 4. Destinou-s¢ o volume
mdximo produzido para laminagfio, daf para scrraria,
cclulose ¢ finalmente para residuos, perdendo-sc
10cm referenic & base (toco).

foom COM CASCA

18,0 em COM casENAMEU

*valal de topo

18,0 cm COM CASCA

soml

FIGURA 4: Representago esquematica de divisdo deo
tronco em partes destinados a diferentes
usos comerciais.

A TABELA 1 a scguir, sintctiza os resultados
obtidos pelas fungtes spline ¢ por Smalian, referentes
as 12 4rvorcs quc cnglobam as classes socioldgicas
dominadas, médias ¢ dominanics.

Contém ainda, o pereentual de difcrenga entre
Smalian ¢ Spline para cada drvore scndo em mddia,
respectivamente, -0,054% para o volume total;
-0,013% para o volume que poderia destinar-s¢ para
laminagio; -0,205% para scrraria ¢ -0,285% para
celulose. De acordo com CAILLIEZ3, na cubagem
rigorosa, Smalian tende a subestimar o volume tolal
real em torno de 1%. Isto pade explicar o diferencial
dos volumes abtidos por Spline ¢ Smalian.

Nota-sc também que 3 medida que volumes
menores s80  considerados  (aproveitamento  para
celulose por exemplo) os valorcs percentuais das
diferengas tendem a aumentar. Contudo para uma
andlisc definitiva, dever-sc-ia comparar spline com
volumes rcais obtidos por xildmetro.

4, CONCLUSOES

. O procedimento aprescntado demonstrou
scr cliciente na descrigiio do perfil do tronco ¢ nos
volumes oblidos por integraghio, scjam cles parciais ou
totais.

. O métcdo de ajusic leva a resullados
bastante precisos, uma vez que a interpolagfio obriga
a passagem da curva através de todos os pontos que
dio origem as [ungdes, ou seja, € UM Processo
delerministico.

5. RESUMO

Uma metodologia para obtengio de fungdes
splinc cibicas foi aprescntada como forma de rclratar
o periil de troncos de drvores.

Os volumes obtidos pela integragio das
fungbes spline em doze drvores [oram comparados
com volumes calculados por Smalian com diferengas
médias abaixo de 0,3%, sejam para o volume total ou
para volumes comerciais (laminagfo, scrraria c
celulose).
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TABELA 1: Volumes obtidos por Smalian e por Spline e diferencials em porcentagem

Arvore  di3 hiotal  Volume total sem casca (ma) Volume p/ laminagao (m3) Volume p/ serraria (ma) Volume p/ celulose (ma)
Ne (Cm) {m) Smalian Spline D% Smalian Spline D% Smalian Spline D%  Smalian Spline D%
1 230 21,8 0,332 03331 003 0,547 01547 000 00688 00688 0,00 00999 00999 0,00
2 24,5 728 03983 03978 013 02095 02093 -010 01086 0,108 000 00707 00708 0,14
3 25,0 26 04459 04458 002 02595 02584 004 01117 01118 009 00665 00666 0,15
4 23,6 246 04650 04644 0,13 02410 02405 021 0,152 (1543 006 0,0604 00605 015
5 268 252 05331 05330 .00 03686 03688 008 00938 00937 011 0060¢ 00600 000
6 29,7 28 06157 06346 -0,183 05018 05013 -005 00537 00536 -0,19 00489 00487 041
7 30.4 26,1 08017 08018 001 06918 06923 007 00569 00570 018 00394 00391 076
8 220 280 11,0677 11,0672 005 09741 09017 006 00367 00366 027 00394 0,038 -1,27
9 34,5 272 L1260 L1110 044 10196 10792 004 00316 00310 1,90 00437 00435 —h,-’lﬁ
10 36,7 270 L2266 1,2261 0,04 1,1392 1,1305 0,03 00345 0033 059 00376 00378 0,53
11 36,5 26,7 L1421 1,408 <011 10510 1,0500 009 00294 00291 -1,02 00463 00461 043
12 38,7 24,5 08531 08525 -0,07 07537 07533 -0,05 00466 00472 129 00,0377 00373 -1,06
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